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1. Introduccion

Entre los modelos matematicos existentes para la mala-
ria, el modelo de Ross y Macdonald ha sentado las bases
de la mayoria de los modelos actuales, dado que estudia
la dinamica de manera “sencilla” y se ajusta al fendbmeno
biologico. ElI modelo desarrollado en el libro [1], tiene dos
ecuaciones diferenciales para describir los cambios en los
humanos infectados y los mosquitos portadores, la pobla-
cion susceptible se modela implicitamente. Los supuestos
para el modelo son: N el tamano de la poblacion de huma-
nos, = la proporcion de humanos infectados, M el tamano
de la poblacién de mosquitos, y la proporcidn de mosquitos
infectados, ¢ = M /N el numero de mosquitos por persona,
a el numero de picaduras de mosquitos por humano por
unidad de tiempo, b la proporcidon de picaduras necesarias
para que un mosquito transmita la infeccidn, ¢ la probabi-
lidad de infeccion de mosquitos, v la tasa de recuperacion
por persona infecciosay u la tasa de mortalidad de los mos-
quitos. Con los supuestos anteriores se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales

e
o ably(l — x) — vy
g (1)
i acz(l —y) — py.

Ademas, el articulo [2] es la herramienta principal para for-
mular el modelo multigrupo y multiparche puesto que los
autores proponen un modelo SEIR en el que incorporan el
movimiento de la poblacion tal que los individuos pertene-
cen a un grupo especifico, pero puedan pasar parte de su
tiempo en algun parche, donde pueden infectarse o infectar
a otros.

‘ 2. El Modelo |

El propodsito de estudiar la poblacion en parches y grupos
radica en determinar el efecto de la dispersion en el espa-
cio y de tener encuenta que los individuos responden de
diferente manera a la enfermedad, por ejemplo, se pueden
diferenciar las personas segun la edad o por estratos socio-
economicos y los vectores en mosquitos resistentes o no
resistentes a los insecticidas. Para formular el modelo en
parches y en grupos, es necesario precisar que el nume-
ro de individuos no necesariamente es el mismo en cada
grupo, por lo que se define el modelo de Ross-Macdonald
(1) con numeros absolutos de humanos y mosquitos, para
lo cual se hace el cambio de variable + = Nz e y = My,
obteniéndose

Zl—f (50) 4N — ) = 72

d—i = (%C) (M —y) — py.
En el articulo [3] proponen que el numero de picaduras por
humano por unidad de tiempo a es proporcional al tamano
de la poblacion N para bajas densidades de personas, es
decir a = kN, donde x es la constante de proporcionali-
dad; si se supone ademas que la probabilidad b de que
un humano se infecte es igual a la probabilidad ¢ de que
un mosquito pase a ser portador, como lo sugieren en el
articulo [4], se obtiene kb = k¢ = «, por lo tanto el modelo
(2) puede reescribirse como

d
— = ay(N —2) -z

dy ey 3)
o ar Y) — 1y

Ahora, se considera que la poblaciéon esta estructurada de
forma arbitraria en u grupos que interactuan en v parches,
cada grupo tiene la dinamica del modelo (3), z; e y; repre-
sentan la poblaciéon de humanos y mosquitos infectados del
grupo < con i = 1,...,u; los humanos susceptibles e infec-
tados del grupo i permanecen una proporcidon de tiempo
pi; Y sij» €n el parche j con j = 1,...,v; los mosquitos no
portadores y portadores del grupo i permanecen una pro-
porcion de tiempo r;; y ¢;;, en el parche j. La poblacion de
humanos en el parche j en un tiempo ¢ esta dada por

(2)

u
NF = (p;i(N), — xp) + spjp), (4)
k=1

la poblacion de mosquitos en el parche j en un tiempo ¢
esta dada por

M7= (rp; (Mg — yp) + aijy) - (5)
=1

Las poblaciones descritas en (4) y (5) describen la dinami-
ca temporal de cada una de las poblaciones en el parche
7, ponderada por los patrones de movilidad de cada gru-
po y cada estado epidemioldgico. La poblacion de huma-
nos infectados y de mosquitos portadores es » ;. 537y Y

Z}f‘zlqkjyk; por lo tanto la proporcion de infectados en el
parche j esta dada por

U
D _h—1 SkjTk
> i1 (P (Ng — 1) + Spjy)

A ; Zk:l 4k Yk . (6)
D et (Tri (M — yi) + qrjyn)

Los individuos susceptibles del grupo ¢ pueden infectarse
en cualquier parche j, durante la permanencia en ese lu-
gar, por lo tanto la dinamica en « grupos y v parches es

dv;, > it Qe Yk
=) pii(Ni — 2i) =z r — ViTi
dt ; Y > et (T (M — yi) + Qi)
" (7)
D k=1 SkiTk -
> it (P (N — ) + spjy)

En el modelo (7) se estructura las poblaciones en un nume-
ro arbitrario de grupos; estas poblaciones, con diferentes
estados epidemioldgicos, pasan cierto tiempo en algun par-
che, donde pueden infectarse o infectar a otros. En cada
ubicacion se tiene un riesgo particular de infeccion vincula-
do a sus condiciones ambientales.

En particular los humanos susceptibles del grupo i, N; — x;
se infectan cuando estan en contacto con la proporcion de
mosquitos portadores del parche j, a una tasa «; asociada
al riesgo de contraer la enfermedad en ese parche; la tasa
de recuperacion de los humanos infectados en el grupo i
es -;, independientemente del lugar. Una explicacion simi-
lar se puede dar para la infeccion de mosquitos suscepti-
bles del grupo i. El esquema de la dinamica se muestra en
la figura 1.
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Figura 1: Esquema de la dinamica del modelo

Con el proposito de analizar la dinamica del modelo multi-
parche y multigrupo, se reescribe (7) de la forma

& = diag(N — x)Pdiag(a)diag(RT (M — y) + QTy)'Q’y — diag(y)x
y = diag(M — y)Rdiag(a)diag(P’ (N — x) + S'z) 'S’z — diag(n)y,

donde = = [z1,....2z, vy = [y1,...,5)], N =
[Nl,...,Nu]TT, M = [Ml,...,M%L]T, v =t =
1y ], = o, o]t Po= (pi), Q = (i),

v —
RZ(T@j)YS:(SZ‘j),COnlSigquSjSv.

‘ 3. Resultados |

Analiticos

= E| numero reproductivo basico R es
Ro(u,v) = [p(ardiag(1/u)andiag(1/~))]'/?
donde, aj; = diag(IV)Pdiag(a)diag (RT M)_l@T y
iy = diag(M )Rdiag(a)diag (IPTN>_1 st
= E|l nimero reproductivo basico Rgy(u,v) depende de la

permanencia de los individuos en las diferentes zonas.

» Si el producto de las matrices de permanencia es irredu-
cible, entonces el numero reproductivo basico en u gru-
pos y en v parches esta acotado por el minimo y el maxi-
mo R, de los grupos.

m Si se fija la cantidad de grupos, el numero reproducti-
vo basico Ry(u,v) incrementa a medida que aumenta el
numero de parches.
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= Si el nUmero reproductivo basico Ry(u,v) < 1 el equilibrio
libre de infeccion Ejy es global y asintéticamente estable,
es decir la enfermedad se extingue.

= En el caso de que la tasa de infeccion asociada al par-
che dependa del tamano de la poblacion, existe un equi-
librio endémico E; que es local y asintoticamente estable
cuando el numero reproductivo basico es mayor que uno,
lo cual indica que la enfermedad persiste.

Numericos

En la figura 2 se muestra la solucidn numérica para un ca-
so particular del modelo (7), en un tiempo de 500 dias con
condicion inicial (20, 0); el valor de la tasa de recupera-
cion de los humanos es ~; = 0,0029 y la tasa de mortalidad
de los mosquitos es ; = 0,0039; el riesgo de infeccion es
a; = 0,03 y las matrices de permanencia para dos parches
sonP=Q =R =S8 = (1/10 9/10). En la simulacion con
un grupo y dos parches (figura de la derecha) se observa
que la poblacién de infectados crece en menos tiempo en
relacion con el crecimiento en un parche y un grupo (figura
de la izquierda), lo cual indica que Ry(1,2) es mayor que
Ro(1,1).
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Figura 2: Solucion numerica del modelo (7): imagen iz-
quierda, un grupo y un parche; imagen derecha, un grupo
y dos parches.

En la figura 3 se muestra la solucidn numérica en dos par-
ches y en dos grupos. La poblacion de cada grupo crece
en menor tiempo con respecto a la simulacion (2), es decir,
Ro(2,2) es mayor que R(1,2).
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Figura 3: Solucion numeérica del modelo (7) en dos patr-
ches: imagen izquierda, grupo 1, imagen derecha, grupo
2.

‘ 4. Conclusiones |

El analisis del modelo matematico propuesto muestra que
la movilidad y los grupos influyen en la dinamica de trans-
mision de la malaria y aunque el resultado es tedrico tiene
en cuanta caracteristicas de la problematica; por lo cual,
se puede sugerir qgue se empleen estrategias que tengan
en cuenta la migracién de la poblacién. Un procedimiento
que se puede seguir para disminuir el nuUmero de casos es
identificar un foco de infeccidon y aislarlo hasta que pueda
ser controlado.
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