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1. Introduccion

La principal caracteristica de los modelos depredador-
presa del tipo Leslie o0 modelo logistico [8] o0 modelos del
tipo Leslie-Gower [1], es que la capacidad de carga del
medio ambiente del depredador Ky es una funcion del ta-
mano de presa x = x(t), es decir, depende de los recursos
alimenticios disponibles.

En el modelo original propuesto por Philip H. Leslie en 1948
[5], se asume que la capacidad de carga ambiental de los
depredadores es proporcional a la abundancia de presas,
es decir, Ky = K(z) = nx.

En este trabajo analizamos un modelo de depredacion del
tipo Leslie-Gower [5, 8], considerando tres aspectos impor-
tantes:

I. La accidon de los depredadores o respuesta funcional es
una funcién sigmoidea racional [7],

Il. los depredadores cuentan con un alimento alternativo [1]
Y,
lii. las presas estan afectadas por un efecto Allee [3].

El efecto Allee es un fendomeno ecoldgico que afecta a al-
gunas especies [3, 6], y que queda en evidencia a bajos
tamanos (densidades) de poblacion.

Es originado por diversas causas [2] y su estudio se ha
incrementado en las Ultimas décadas, debido a la alta pro-
babilidad que las poblaciones afectadas puedan extinguirse

2].

Es descrito mediante distintas expresiones algebraicas [3],
muchas de las cuales son topoldégicamente equivalentes.
En este trabajo se usara la mas comun en la literatura
ecologica [8], representada por la ecuacion siguiente:

d_x T

s (1-5) e

De la definicion del efecto, se cumple: — K < m << K.
Cuando m > 0, se tiene un efecto Allee fuerte; existe un
efecto Allee débil si m < 0y un efecto Allee débil especial
cuando m = 0 [3].

‘ 2. El Modelo |

Consideraremos el modelo depredador-presa modificado
del tipo Leslie-Gower descrito por el sistema bidimensio-
nal de ecuaciones diferenciales no lineales autbnomo del
tipo Kolmogorov [4].
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donde =z = z(t) e y = y(t) son los tamanos poblacio-
nales de las presas y los depredadores respectivamente,
con u = (r,K,q,a,s,n,m,c) € Rg X |—K, K| x [0,00] Yy
los parametros tienen diferentes significados ecoldgicos. El
sistema esta definido en

O={(x,y) €R: 2 >0,y > 0} =R{ xRy,

Por razones ecologicas se debe cumplir: a < K.

‘ 3. Resultados principales |

A partir del estudio realizado, se obtienen los siguientes re-
sultados principales.

= El sistema (1) o campo vectorial X, (z,y) es topologica-
mente equivalente al sistema

2 — u(u+C) (1= u)(u— M) (u + A%) - Quo)

) d
¥y (u,v) {g—: — Bu(u+C — v)(u2 + A2)

(2)
conn = (A,B,C,Q,M) € ]0,1] x (R;)” x ]—1,1[, don-
de A=4B=:,0=-"5,Q=%"and M = 2
Ademas, los puntos de equilibrio positivos son de la for-
ma P(u,u + C) satisfaciendo la ecuacion:

3
‘T

= (14+ M)+ (A*+M+Q)u’— (A2 (M +1)—CQ)u+M A = 0

s El conjunto T' = {(u,v) € R ,0<u < 1,v>0}esuna
region de invarianza para Y.

= | as soluciones son acotadas.

m Para todo valor de los parametros, el origen es un re-
pulsor no-hiperbdlico, el equilibrio (1,0) es un punto silla
hiperbdlico y el punto (0, C') es un atractor no-hiperbalico.

m Debido a la dificultad para obtener las coordenadas de
los puntos de equilibrio positivos, se estudiara un caso
particular, en el cual la poblacion de presas esta afecta-
da por el efecto Allee débil especial, M = 0, y ademas,
asumimos la condicién A? = CQ. El sistema (2) se redu-
ce a:

Vi (0.0). { % = (u+C)((1 —2u)(u22 — (A%/Cw)
7= = Bo(u+C —v)(u” + A%)
(3)
con 7 = (A, B,C) €10,1] x (R})”.
mSil —4Q(C +1) > 0, existen dos puntos de equilibrio
al interior del primer cuadrante de la forma (ue, ue + C)

que satisfacen la ecuacién u?> —u + A% - (14 (1/C)) = 0,
cumpliendo:

. P(ueq, ue1 + C') €s un punto silla hiperbdlico. Ademas,
las variedades estable por arriba e inestable por dere-
cha del punto Py(ue1, ue1 + C), anotadas Wi (uet, ue1 +
C)y Wi(ue1,ue1 + C'), forman una curva homoclinica
para un subconjunto(del espacio) de parametros.

ii. Py(ueo, ueo + C) puede ser un atractor, foco debil o re-
pulsor, dependiendo del signo de T = u? - (—A? — 3u +
2u) — B - (A® + B?). En el ultimo caso, existe un ciclo
limite estable.

En la figura (a), para A = 0,3, B = 0,01, C = 06y
@ = 0,15, P1 es un punto silla y P2 es un foco inesta-

ble rodeado de un ciclo limite generado via bifurcacion
de Hopf.

mSil—4Q(C + 1) =0, hay un unico punto de equilibrio al
interior del primer cuadrante de la forma (ue, u.+C') satis-
faciendo la ecuacion u? —u+ A%- (1+(1/C)) = 0y existen
condiciones en el espacio de parametros para el cual se
obtiene una bifurcacién de Bogdanovs-Takens, es decir,
el equilibrio P;(ue, ue + C') €s punto cuspide. En la figura
(b), para A = \/1/12, B =0,125,C = 0,5y Q = ¢ la Gnica
singularidad (multiplicidad dos) es un punto cuspide.

(a) Dos singularidades.
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( b ) Una unica singularidad.

‘ 4. Conclusiones |

El modelo con efecto Allee débil especial M = 0, y con la
condicion A% = C(Q, posee variadas e interesantes dinami-
cas, teniendo diferentes tipos de bifurcaciones, entre ellas:

1. Existen hasta dos puntos de equilibrio positivos hiperbdli-
COS (Uel, Uel + C) Y (Ue2, uea + C).
2. La singularidad (ue1, ue1 + C) €s siempre un punto silla.

3.Las variedades estables e inestable de (u,y,u.1 + C)
generan una curva homoclinica que encierra a
(Ue2, Uen + C).

4. Al variar los parametros la curva homoclinica se rompe
generando un ciclo limite no-infinitesimal (existe una bi-
furcacion homoclinica).

5.L0os puntos (ueq, ue; + C) Y (ue2, uea + C) pueden coinci-
dir obteniendo un punto de equilibrio no-hiperbdlico silla-
NOdO (uex, Uex + C).

6. Cuando trDY; (ues, uex +C) = 0, se genera un punto
cuspide (Bifurcacion de Bogdanov-Takens).

7. El punto (u.9,ues + C) puede ser atractor o repulsor hi-
perbalico.

8.Si trDYr (ue2, uen + C') = 0, se tiene una bifurcacion de
Hopf, generandose un ciclo limite infinitesimal.

9. El punto (0, C) es un punto atractor no hiperbolico, por lo
cual existe una curva separatriz > dividiendo el compor-
tamiento de las trayectorias en el plano de fase.

10. Cuando (ue2,ueo + C) es atractor o repulsor rodeado

de un ciclo limite estable se tiene el fendmeno de bi-
estabilidad.

Todo lo anterior indica que el modelo es altamente sensi-
ble a las condiciones iniciales, siendo dificil predecir si las
poblaciones coexisten o una de ellas se extingue, para un
mismo subconjunto de parametros. Sin embargo, la natura-
leza del punto (0, C') implica que la extincion de la poblacion
de presas es posible y los depredadores crecen hasta su
maxima capacidad de carga C.
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