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1. Introducción

El estudio de los problemas de fluidos ha adquirido interés
por sus variadas aplicaciones en diferentes ciencias, tales
como: ingenierı́a, oceanografı́a, aerodinámica y biomédi-
cas, entre otras. Para aproximar la dinámica del fluido en
términos de velocidad, vorticidad y presión se usan mode-
los tales como Stokes, Navier Stokes, Oseen, Brinkman y
su uso depende del tipo de fenómeno que se produzca en
el fluido, un ejemplo de esto es el avance en la aerodinámi-
ca de los automóviles, lograda minimizando la fuerza de
arrastre mediante la aplicación de un extenso análisis del
flujo sobre la superficie.
Este trabajo se enfoca en el estudio del modelo de Oseen
para estudiar la dinámica de un fluido incomprensible en
términos de vorticidad y presión, modelo que es una exten-
sión de la ley de Darcy para describir el comportamiento del
flujo laminar de un fluido viscoso dentro de un material po-
roso con permeabilidad posiblemente heterogénea, de mo-
do que el flujo está dominado por el régimen de Darcy en
algunas regiones y por Stokes en otras partes. Otra instan-
cia en la que se encuentra el problema Oseen, es a partir
de una discretización temporal de las ecuaciones de Sto-
kes que modelan el movimiento de un fluido incompresible.
Se Introduce una formulación variacional para las ecuacio-
nes de Oseen formuladas en términos de vorticidad y pre-
sión. La velocidad está completamente desacoplada de las
ecuaciones del momento, y luego puede recuperarse de
las principales incógnitas. También se propone un nuevo
método de elementos finitos, que consiste en elementos
Nédélec y elementos continuos por partes de orden igual,
para vorticidad y presión, respectivamente. El análisis de
errores para el modelo se lleva a cabo en las normas natu-
rales.

2. El Modelo

2.1 Problema modelo
Consideremos el problema Oseen, en un dominio Ω con
frontera ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 y disjunta. Las ecuaciones escritas
en términos de velocidad u, vorticidad ω, presión p, β da-
to que es la aproximación de la velocidad, para un fluido
viscoso incompresible, dado de la siguiente manera:

σu +
√
ν curlω + ν−1/2ω × β +∇p = f in Ω,

ω −
√
ν curlu = 0 in Ω,

divu = 0 in Ω,

u = 0 on Γ1,

u× n = a× n on Γ2,

p = 0 on Γ2.

(1)

2.2 Formulación variacional

Se definen los siguientes espacios funcionales

Z := H(curl; Ω),

Q := H1(Ω)∩Ł2
0(Ω) si Γ2 = ∅, o Q := H1

Γ2
(Ω) si Γ2 6= ∅

donde

‖q‖2Q := ‖q‖20,Ω + ‖∇q‖20,Ω, ‖θ‖2Z := ‖θ‖20,Ω + ν‖ curlθ‖20,Ω.

hallar (ω, p) ∈ Z× Q tal que

A((ω, p), (θ, q)) = F (θ, q) ∀(θ, q) ∈ Z× Q, (2)

entonces

A((ω, p), (θ, q)) := σ

∫
Ω
ω · θ

+

∫
Ω

(
√
ν curlω +∇p) · (

√
ν curlθ +∇q)

+ ν−1/2
∫

Ω
(ω × β) · (

√
ν curlω +∇q),

F(θ, q) :=

∫
Ω
f · (
√
ν curlθ +∇q) + σ

√
ν〈a× n,θ〉Γ2

.

2.3 Discretización de elementos finitos

Sea {Th(Ω)}h>0 una familia de particiones de forma regu-
lar en la región Ω̄, mediante tetraedros T de diámetro hT ,
con tamaño de malla h := máx{hT : T ∈ Th(Ω)}. Además,
para cualquier T ∈ Th(Ω), se introduce el espacio local de
Nédéléc Nk(T ) := Pk−1(T )3 ⊕ Rk(T ), para definir los si-
guientes subespacios de elementos finitos [2]

Zh := {θh ∈ Z : θh|T ∈ Nk(T ) ∀T ∈ Th(Ω)},
Qh := {qh ∈ Q : qh|T ∈ Pk(T ) ∀T ∈ Th(Ω)}.

Hallar (ωh, ph) ∈ Zh × Qh tal que

A((ωh, ph), (θh, qh)) = F (θh, qh) ∀(θh, qh) ∈ Zh × Qh, (3)

donde la forma bilineal A : (Zh × Qh) × (Zh × Qh) → R y el
funcional lineal F : Zh×Qh→ R ahora se especifican como

A((ωh, ph), (θh, qh)) := σ

∫
Ω
ωh · θh

+

∫
Ω

(
√
ν curlωh +∇ph) · (

√
ν curlθh +∇qh)

+ ν−1/2
∫

Ω
(ωh × β) · (

√
ν curlωh +∇qh),

F(θh, qh) :=

∫
Ω
f · (
√
ν curlθh +∇qh) + σ

√
ν〈a× n,θh〉Γ2

.

Teorema 2.1 Asumiendo que
2‖β‖2

∞,Ω
νσ < 1. Entonces, el

problema discreto (3) esta bien puesto.
Demostración. Para probar este resultado se sabe que
(3) corresponde a un sistema de ecuaciones lineales y
cuadrado. En efecto, considerando f = 0 y a = 0, con
(θh, qh) = (ωh, ph) se obtiene

σ‖ωh‖20,Ω + ‖
√
ν curlωh +∇ph‖20,Ω

+ ν−1/2
∫

Ω
(ωh × β) · (

√
ν curlωh +∇ph) = 0,

mostrando que ωh = 0 y ph = 0. �

2.4 Estimación de error a priori
Lema 2.1 Para todo θ ∈ Hs(curl; Ω) s ∈ (1/2, k], existe una
constante C > 0 independiente de h, tal que

‖θ −Rhθ‖Z ≤ Chs‖θ‖Hs(curl;Ω).

Lema 2.2 Para todo q ∈ H1+s(Ω), s ∈ (1/2, k] existe una
constante C > 0, independiente de h, tal que

‖q − Πhq‖Q ≤ Chs‖q‖H1+s(Ω).

Comenzamos escribiendo la siguiente ecuación de error:

A((ω − ωh, p− ph), (θh, qh)) = 0 ∀(θh, qh) ∈ Zh × Qh. (4)

Luego, el siguiente lema es una herramienta de gran im-
portancia para el orden de convergencia para la presión y
vorticidad.

Lema 2.3 Asumiendo que
2‖β‖2

∞,Ω
νσ < 1. Para todo (θ, q) ∈

Z× Q, existen constantes C1, C2 > 0 tal que

C1(‖θ‖20,Ω +‖
√
ν curlω+∇q‖20,Ω +‖q‖20,Ω) ≤ A((θ, q), (θ, q)),

(5)
y

A((θ, q), (θ, q)) ≤ C2(‖θ‖20,Ω + ‖
√
ν curlθ+∇q‖20,Ω + ‖q‖20,Ω).

(6)
Se tiene el siguiente teorema.
Teorema 2.2 Asumiendo que ω ∈ Hs(curl; Ω), y p ∈

H1+s(Ω), para cada s ∈ (1/2, k]. Entonces, existe C > 0,
independiente de h y µ, tal que

‖ω − ωh‖0,Ω + ‖
√
ν curl(ω − ωh) +∇(p− ph)‖0,Ω

+ ‖p− ph‖0,Ω ≤ Chs
(
‖ω‖Hs(curl;Ω) + ‖p‖H1+s(Ω)

)
Demostración. El resultado es consecuencia de (4), (5),
(6), junto con los lemas 2.1 y 2.2. �

2.5 Recuperando el campo de velocidad
Sea ω ∈ Z y p ∈ Q las soluciones únicas de (2). Entonces,
de acuerdo con las ecuaciones modelo tenemos que

u = σ−1
(
f −
√
ν curlω − ν−1/2ω × β −∇p

)
in Ω.

(7)
Si ωh ∈ Zh y ph ∈ Qh son las soluciones únicas de (3),
entonces la función

uh := σ−1
(
Phf −

√
ν curlωh − ν−1/2ωh × β −∇ph

)
,

(8)
es una aproximación de la velocidad, donde Ph : Ł2(Ω)3 →
Uh := {h∈ Ł2(Ω)3 :h |T ∈ Pk−1(T )3 ∀T ∈ Th(Ω)} es el
Ł2-operador ortogonal. Entonces, para cada s ∈ (0, k],

‖ − Ph‖0,Ω ≤ Chs‖‖s,Ω. (9)

Notamos uh es discontinuo en cuanto a elementos.
Teorema 2.3 Sea ω ∈ Z y p ∈ Q soluciones únicas de (2),
y ωh ∈ Zh y ph ∈ Qh soluciones únicas de (3). Asumiendo
que ω ∈ Hs(curl; Ω), p ∈ H1+s(Ω) y f ∈ Hs(Ω)3, para cada
s ∈ (1/2, k]. Entonces, existe una constante C > 0 indepen-
diente de h y ν tal que

‖u− uh‖0,Ω ≤ Chs
(
‖f‖Hs(Ω) + ‖ω‖Hs(curl;Ω) + ‖p‖H1+s(Ω)

)
.

Demostración. De (7) y (8), y la desigualdad triangular, se
deduce que

‖u− uh‖0,Ω ≤ σ−1 (‖f − Phf‖0,Ω
+ ‖
√
ν curl(ωh − ω)−∇(p− ph)‖0,Ω

+ν−1/2‖(ω − ωh)× β‖0,Ω
)
.

Entonces, el resultado se desprende del teorema 2.2 y (9).
�

3. Resultados

Consideremos el dominio Ω = (0, 1)2, los coeficientes σ =
100 y ν = 0,1, con frontera ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 donde Γ1 y Γ2
disjuntos.

u =

(
sin(πx)2 sin(πy)
sin(2πx) cos(πy)

)
, β = u, p = x4 − y4.

Se procede a construir una serie de mallas triangulares uni-
formemente y sucesivamente refinadas para Ω y calcula-
mos los errores experimentales y las tasas de convergen-
cia definidas por

e(ω) = ‖ω − ωh‖0,Ω, e(p) = ‖p− ph‖0,Ω,

e(u) = ‖u− uh‖0,Ω, r(·) = log(e(·)/ê(·))[log(h/ĥ)]−1,

donde h, ĥ son dos mallas consecutivas y e, ê son los erro-
res calculados, respectivamente.

A continuación se presentan gráficas de soluciones exac-
tas y aproximadas.

0.25 0.5 0.751.339e-05 1.000e+00

uex Magnitude

-1.49 1.2e-7 1.49-2.980e+00 2.980e+00

wex

-0.5 0.0004 0.498-9.957e-01 9.964e-01

pex

0.25 0.5 0.753.918e-06 1.000e+00

uh Magnitude

-1.49 -3.6e-7 1.49-2.980e+00 2.980e+00

wh -0.5 0.0004 0.498-9.957e-01 9.965e-01

ph

En la primera fila se muestra la función exacta de la velo-
cidad, vorticidad y presión y la segunda muestra la función
aproximada para velocidad, vorticidad y presión.

Test de convergencia en una secuencia de triangulaciones
uniformemente refinadas.

h e(w) r(w) e(p) r(p) e(u) r(u)

0.372678 0.199886 1.455126 0.068622 0.691176 0.235615 0.766333
0.190086 0.045383 2.202206 0.017156 2.059064 0.116289 1.048851
0.093856 0.009024 2.288756 0.003782 2.142812 0.055203 1.055751
0.047891 0.002190 2.104440 0.000834 2.246188 0.027126 1.056022
0.026245 0.000573 2.228707 0.000219 2.224742 0.013663 1.140230
0.013382 0.000140 2.094855 0.000051 2.172746 0.006770 1.042499

4. Conclusiones

Se obtuvo una superconvergencia para la vorticidad y
presión mediante elementos finitos Nédélec y polinomios
continuos a trozos, respectivamente.
Se recuperó la velocidad mediante un post-proceso.
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